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Пусть D ⊂  – ( 1)m + -связная область ( )m∈  с простым гладким краем 0 1 ,mD b b b∂ = ∪ ∪ ∪  
где 0 1, , , mb b b  − связные компоненты края, причем кривая b0 охватывает остальные кривые 
1, , mb b  (рис. 1). 
Край D∂  ориентируется стандартно (т. е. ориентация края оставляет область D слева). 
Известно, что классическая задача Дирихле для нахождения гармонической функции ( ),u u z=  
,z x iy D= + ∈  по условию 
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(1)
разрешима безусловно и однозначно при любой функции ( ).f C D∈ ∂  Существование решения 
основано на теореме о конформном отображении универсальной поверхности наложения обла-
сти D на круг и одной квадратуре [1, с. 29–31]. если область D односвязна, то решение задачи 
Дирихле сводится к конформному отображению области D на круг и одной квадратуре [2]. если 
край односвязной области есть простая кривая ляпунова, то решение задачи Дирихле можно 
искать в виде потенциала двойного слоя с неизвестной плотностью [2, 3]. В этом случае она сво-
дится к интегральному уравнению Фредгольма второго рода, разрешимому безусловно и одно-
значно. если же область многосвязна, то это интегральное уравнение имеет собственные функ-
ции, что значительно усложняет решение задачи Дирихле.
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Fig. 1                                                                                  Fig. 2
Наша цель – дать другой способ решения задачи (1), более удобный с точки зрения возмож-
ных приложений. С этой целью найдем сначала простой способ вычисления гармонических мер 
гладких компонент края области D, т. е. гармонических в области D функций ( ),  1, , ,z mνω ν =   
удовлетворяющих следующим краевым условиям:
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(2)
Обозначим через ( )zνω  многозначную функцию, гармонически сопряженную к ( ).zνω  
Аналитические функции ( ) ( ) ( )w z z i zν ν ν= ω + ω  многозначны, а их производные однозначны 
и аналитичны в D. Представим их по интегральной формуле Коши
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(3)
Здесь учтено, что ω
ν
(t) постоянна при ,t bν∈  и потому ( ) 0tν′ω ≡  при .t D∈∂  Проведем 
в D D∪∂  и зафиксируем гладкие разрезы, соединяющие точку 0 0t b∈  с точками ,t bν ν∈
1, , ,mν =   не имеющие общих внутренних точек (рис. 2).
Удалив из области D все эти разрезы, обозначим полученную таким образом односвязную 
область через ˆ .D  Комплексную координату t0 имеют теперь несколько различных точек края 
области ˆ .D  Будем обозначать через t0 ту из них, которая совпадает с началом кривой b0 
(см. рис. 2).
Проинтегрируем равенство (3) вдоль пути, лежащего (кроме точки t0) в области Dˆ и соединя-
ющего точку t0 с точкой 
ˆ .z D∈  Так как область Dˆ  − односвязная, а функция ( )w zν  − аналитиче-
ская, то этот интеграл не зависит от пути, и мы имеем
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Здесь штрих перед интегралом означает, что путь интегрирования лежит в односвязной области ˆ ,D  
а под ln( )ζ − τ  понимается ветвь, однозначная и аналитическая по ζ  в области Dˆ (при Dˆτ∈∂ ). 
Таким образом, из (4) получаем
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Пусть теперь .z t D→ ∈∂  Тогда из (5) получим
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Выделив здесь вещественные части и заметив, что дифференциал ( )dν′ω τ τ  − чисто веществен-
ный, найдем
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(7)
так как левые части этих равенств заданы формулами (2), то равенство (7) можно рассматри-
вать как интегральное уравнение первого рода для нахождения вещественного дифференциала 
( ) .dν′ω τ τ  Ядро уравнения (7) неограниченно, но очевидно, что
2
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t
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Значит, правая часть равенства (7) есть вполне непрерывный оператор из 2 ( )L D∂  в 2 ( ),L D∂  
и поэтому уравнение (7) есть уравнение Фредгольма первого рода. Обе части соответствующего 
ему однородного уравнения
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однозначно продолжаются по непрерывности до гармонической в   функции, и мы получаем 
уравнение
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Добавив к нему мнимую часть, получим уравнение
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Дифференцируя его по z, получим 
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Применив к этому равенству формулу Сохоцкого, найдем
( ) ( ) ( ) 0, .t t t t D+ −′ ′Φ − Φ = ϕ ≡ ∈∂
Значит, однородное уравнение (8) имеет только нулевое решение. Поэтому оператор, стоящий 
в правой части равенства (7), инъективен.
Введем обозначение:
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(9)
где все ,kc ∈  и будем рассматривать уравнение (7), правая часть которого вычисляется по фор-
муле (9):
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В силу тождества (7) уравнение (10) имеет единственное решение, а именно, вещественный 
дифференциал
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( ) ( ) ,
m
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k
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(11)
где коэффициенты c
k
 − те же, что и в (9).
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Отсюда следует, что сужение оператора, обратного к правой части (7), на функции (9), есть 
непрерывный оператор. Значит, уравнение (10) с правой частью (9) однозначно и безусловно раз-
решимо, а его решение непрерывно зависит от правой части.
Численное решение уравнения (10) с правой частью (9) представляет собой актуальную про-
блему. В качестве этого решения можно предложить очевидное: заменить интеграл в (10) инте-
гральной суммой и свести это уравнение к системе линейных алгебраических уравнений. Однако 
вопросы о разрешимости получаемой таким образом системы и о сходимости этого метода оста-
ются открытыми.
Предположим теперь, что уравнения (7) решены, т. е. найдены дифференциалы ( ) ,dν′ω τ τ
1, , .mν =   тогда в равенстве (7) можно формально заменить t D∈∂ на ,z D∈  и мы получим вы-
ражения для гармонических мер компонент края области D:
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(12)
Добавив сюда мнимую часть указанной выше ветви логарифма, найдем выражения для ком-
плексных гармонических мер
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(13)
Используя найденные значения комплексных гармонических мер, можно решить задачу 
Дирихле для многосвязной области по формуле, найденной в работе [4].
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